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Dérivée premiere
Type d’Euler Explicite Implicite
, y(E+T)—y(t)
Expression de ' y(t+T)—y(t) y'(t+T) =
() yA= oy Y@ —y(E—T)
y r y'(©) =

T

Nouvelle valeur
y(t +T) lors
d’une résolution

y(t+T)=Ty'(t) +y(t)

yt+T) =Ty (t+T)+y(t)

Bilan 3
f—T t E+T "
yt+T)=Tf(y(t+T),t+T)+y()
Calcul de la Dans f, y(t + T) est inconnu ®

nouvelle valeur

y(+T)=Tf(y(®),t) +y(t)

Approximation dans f: y(t + T) = y(t)
yt+T)=Tf@),t+T)+y(t)

Dérivée seconde

Méthode a privilégier
Double Taylor a I'ordre 2

yt+T)=y({t)+T
y&-T)=y@t)-T

yt+T)+y(t—T) =2y() +T?
’y(®) _yt+T) -2y +yE-T)

dy(t) T2 d*y(t)

T2 a4z tor)

dy(t) T?*d*y(t)

dt | 2 dt? +0o(T%)
d?y(t)
dt?

dt?

T2

Double Euler explicite

d?y(t) _ y(t+2T) — 2y(t + T) + y(t)

dt?

T2

Double Euler implicite

d?y(8) _y(®) =2yt —T) +y(t - 27)

dt?

T2

Euler implicite sur la dérivée
seconde et explicite sur la
dérivée premiere

’y@®) _y(t+T)—2y(t) +y(t—T)

dt?

T2

Explicite sur la dérivée
seconde et implicite sur la
dérivée premiere

’y@®) _y(t+T)—2y(t) +y(t—T)

dt?

T2

Bilan

Double implicite

Double explicite

v

| I
t—2T t—T
|

t t+T t+2T

Double Taylor
Mélange implicite/explicite
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Une équation différentielle
yO®) = fFyP @),y 20, ... y(0), )
1° ordre 2° ordre

y' @ =ft)
, y(t+dt) —y(t)
y'(t) =

t
y(t+dt) = y(t) +y'(t)dt
y(t+dt) =y() + f(y, t)dt

y'(@) =fly@),y' ),t) = f({¥,t)

_(y(@®)
0-bo)
vy _ (Y @Y _ (¥ (@©®_
v = (y”(t)) = (f(Y, t)) =Fr0
F:(Y, ) » (v, f(¥,1)
_(y(to)
V(to) = (y’(tz))
Y(t+dt) = Y() + F(Y,t)dt

Exemples

Chute libre
d?z(t) dz(t)
M aee TH at
#0 =g -L20)

m

() = (jgg)z ®= CEB) - (fét)w)
f(Z,t)=g- %Z(t)

Pendule
—mglsin(8(t)) = ml24(¢)

b(t) = —%sin(@(t))

(0D 4, (6O _ [ 6@®
o) = (9@)) o) = (9&)) - (f o, t)>

£(6,8) = — %sin(e(t))

Systéme d’équations différentielles

1° ordre 2° ordre
d !
( (ﬁz(t) =g (fu i o 2 fur o 1)
dzfz(t) _ ’ ’ ’
(9 _ (0,10, £i0,0 |z gz(fl'fl R0
df,(® 25
i AUICRACEACR D ot fo i o Fl s )
dfn(t) | fl'(t) d f1(t)
\"ar In(f1(0), f2(6), ..., fu(6), ) fi @® at2 91(Y,t)
B _ oy f2(t) CRO _ oy )
A) ahto) _ 7 YO=1pwm| =24 g2
Y(t) = <f2§t)> ——==g,(,1) fn:(t) a2 u(t) _ . 9V, 0)
GV PR NG "
ac In fi'@® fi' @
fl (t) gl(Y t) f ”(t) (Y t)
PN DAOR W A . s
pr A i : - : fZ (t) fz (t)
f©)  \ga(r,0) B0 = "0 |= | 010

Y'(t) =F,(Y,t)
Y(t +dt) =Y(@) + E, (Y, t)dt

fu' (©) fu' (®)
) In (Y, t)
Y'(t) =F,(Y,t)
Y(t+dt) =Y(t) + F,(Y,t)dt
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def Fuler Explicite(f,y0,t0,tl,dt):
t,y = t0,y0
T,Y = [t], [yl
Programmation i =0
de la méthode while t < tl:
sous python yp = f(y,t)
y =y + yp*dt # si 1 eq® d’ordre 1, sinon..
. vy = [y[i] + ypl[il*dt for i in range(len(y))]
Eviter les cumuls L= 1
d’erreurs £ = t0 + i*dt
d’arrondis T.append (t)
«t += dt» Y.append (y)

Ne pas mettre a
jour y mais bien
écrire« y =»
sinon unique y
stocké dans Y

return T,Y

def f(Y,t):# 2°
Yy, yp = Y

ypp = ..
return ypp

ordre

def f(y,t):# 1° ordre
vp = ..

def
return yp

F(Y,t):

yp = Y[1]

ypp = £(Y,t)
Sol = [yp,yppl]
return Sol

Remarques

Les erreurs se propagent

I Erreurs

® Solufion

Plus les pas (dt, dx...) sont faibles, plus la solution est correcte mais plus les
temps de calcul sont longs

i * dt au
t + dt

Préférer le calcul absolu (du temps par exemple): t = t0 +
calcul relatif qui cumule les erreurs d’arrondi en machine: t =
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Résolutions avec Odeint

1° ordre - 1 équation
def F(y,t):
—mg + ky?2(t) = my’(t) k,g,m = 0.001,9.81,0.1
, k dy = (k/m)*(y**2)-g
y'(®©) = mY t)-g return dy
YO = 0
1° ordre - 2 équations
def F(Y,t):
a,b,c,d=3,1,1,2
dz(t) =aH(t) —bAM®)H(E) 1) H,A =Y
dAé) dH = a*H - b*A*H
——=—cA®) +dA®H®) (@) da = -c*A + d*A*H
dt . dy = [dH,dA]
Y(t) = (H(t)) oY) = <H> return dY
A(t) A HO,A0 = 10.0,1.0
YO = [HO,A0]
2° ordre - 1 équation
def f(Y,t):
m,R,k,g = 0.1,0.1,0.001,9.81
J = m¥*R¥*2
y,¥yp = Y
ypp = (1/J)*(-k*yp-
N —k6(t) — Rmg sinO(t) R*m*g*sin(y))
() = return ypp
0 J ) def F(V,t):
ro=2) 5 vo- (‘.’.@) v,y = v
6(t) 6(t) ypp = f£(V,t)
dy = [yp,ypp]
return dY
from math import pi,sin
y0,yp0 = 45*%pi/180,0
Y0 = [v0,yp0]
2° ordre - 2 équations
def f(Y,t):
m,B,g=1,1,9.81
X,Xp,y,yp = Y
dzx(ﬂ [?dx(ﬂ dx(ﬂ dy(ﬂ Vit = (xp**2+yp**2)** (0.5)
dt2 ~ m dt xpp = (1/m)* (-B*Vit*xp)
ypp = (1/m)* (-g-B*Vit*yp)
d?y(t) B dy(t) dx(ﬂ dy(ﬂ return xpp,ypp
dtz 5T m ar def i(iét;:yp -y
x(0) x@) xpp,ypp = £(Y,t)
vy =[O ) (1) dY = [xp,xpp,ypP,yPp]
y(t) y(t) return dy
y(t) y (@) x0,y0 = 0,0
xp0,yp0 = 10,10
YO = [x0,xp0,vy0,yp0]

Code de résolution

t0,tl1 = 0,10

N 1000

dt (t1-t0) /(N-1)

Lt = [tO0+i*dt for i1 in range(N)]
from scipy.integrate import odeint
Sol odeint (F,Y0,Lt)

print(Sol)
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Equations aux différences
Possibilité de résoudre des équations du type :
T (t, x) D 0%(T(t,x))

ot T ax?

Donc, des équations qui lient les dérivées de variables selon plusieurs
Principe parameétres, comme le temps et I’espace dans I'équation de la chaleur
L’objectif est de discrétiser toutes les dérivées puis d’exprimer :
s(t +dt) = f(t,s(t),s(t —dt),s(t — 2dt) ...,e(t),e(t — dt),e(t
—2dt) ...)

Solution dans laquelle on trouve s a I'instant d’apres t + dt, connaissant
e et s al'instant présent t et aux instants précédents

d?z(t) N dz(t)

=m
T
dz(t) B z(t+T) —z(t)
at T
d’z(t) z(t+T)—2z(t) +z(t — T)
2 T2
z(t+T)—2z(t)+z(t—-T) z(t+T)—z(t)
m T2 +u T 2= mg
2m + uT m
Exemple 2t+T) =L 20 - z(t—T) + mg
Chute libre m + uT m + uT m + uT
d’z(t) A

Un seul parametre t
ma(t) = mg — uv(t)

—=— ; A= —uv(t
dt? m mg — po(t)
Calculer v(t) a chaque pas de temps avec Euler implicite :
dz(t) z(t)—z(t—-T)
v(t) = =
dt T
Cela permet de calculer la valeur de A pour chaque pas de temps, puis :
z(t+T)—2z() +z(t—-T) A

T2 m
2

z(t+T) = A%+ 2z(t) —z(t —T)

Trés intéressant si par exemple, A = mg — uv(t)?...

Prise en compte des
conditions initiales

Yo t Traiter le/les premier(s) pas de temps de
|VDT|T h maniére particuliéere en imposant des
v -‘ym valeurs aux variables en temps négatif (ex
z(0—T)) permettant d’obtenir la
—+ X : : » condition initiale voulue.
Exemple :
dz(ty) o z(ty) —z(tg — T)
ac %

T
z(ty = T) = z(ty) — VT
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